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3. Razvrščanje Lorenzovih krivulj glede na Ginijev koeficient 8
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Preference na Lorenzovih krivuljah in Ginijev koeficient
Povzetek
V diplomskem delu obravnavamo preference na Lorenzovih krivuljah in Ginijev
koeficient. Najprej definiramo Lorenzove krivulje, ki jih uporabljamo za analizo
neenakosti v porazdelitvah, in iz njih izpeljano mero neenakosti Ginijev koeficient.
Na družino Lorenzovih krivulj vpeljemo preferenčne relacije, ki zadoščajo določenim
pogojem ter razvrščajo Lorenzove krivulje. Izkaže se, da tako preferenčno relacijo
lahko predstavimo z zveznim naraščajočim funkcionalom. Predstavimo tudi prefe-
renčne funkcije, ki določajo posameznikove preference oziroma odpor do neenakosti.
Pokažemo, da Lorenzove krivulje lahko razvrstimo glede na mero neenakosti Ginijev
koeficient. Podrobneje obravnavamo še dominacije na Lorenzovih krivuljah, in sicer
dominacijo prvega ter zgornjo in spodnjo dominacijo drugega reda za primer, ko se
Lorenzove krivulje sekajo.
Preferences on Lorenz curves and the Gini coefficient
Abstract
This thesis is concerned with preferences on Lorenz curves and the Gini coefficient.
First, we define Lorenz curves which are used for analysing inequality of distributions
and the Gini coefficient which is a measure of the inequality derived from Lorenz
curve. On the family of Lorenz curves we introduce preference relations which
satisfy certain conditions and rank Lorenz curves. It follows that such a preference
relation can be represented by a continuous and increasing functional. We also
introduce preference functions which assign an individual’s preferences or inequality
aversion. It is demonstrated that Lorenz curves can be ranked according to the
Gini coefficient. Furthermore, we discuss dominance criteria between Lorenz curves,
namely first-degree dominance and second-degree upside and downside dominance
in case of intersecting Lorenz curves.
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1. Uvod
V sodobni družbi razvitega sveta je družbena neenakost v teoriji socialnega varstva
ena izmed pomembneǰsih tem. Zanima nas predvsem neenakost v porazdelitvi mate-
rialnih dobrin, življenjskih priložnosti in privilegijev med ljudmi. Problem družbene
neenakosti je pomembno obravnavati za razumevanje družbenega napredka.
Med ekonomisti se pogosto pojavljajo različne teorije in nestrinjanja o prednostih
in slabostih neenakosti. Ekonomisti Joseph Zeira, John Hassler in Jose Rodriguez
Mora so na primer v članku Inequality and Mobility [10] izpostavili dva učinka
dohodkovne neenakosti. Pozitiven učinek je t. i. spodbujevalni učinek. Večja kot je
razlika med dohodkom, bolj si ljudje prizadevajo za uspeh in bolj konkurenčen je trg
dela. Negativen učinek pa je t. i. učinek na daljavo, ki pravi, da neenakost poraja
več neenakosti, kar pomeni, da imajo bogati več možnosti od revnih. Družba se
lahko odloči, da učinek na daljavo zmanǰsuje z obdavčenjem premožnih in prihodek
porabi za revneǰse prebivalstvo, a s tem zmanǰsa spodbudo za napredovanje. Z
analizo neenakosti je prof. Bourguignon [5] ugotovil, da je globalizacija zmanǰsala
globalno neenakost (med državami), istočasno pa povečala neenakost znotraj držav.
Da bi analizirali neenakost v porazdelitvi, največkrat uporabimo Lorenzove kri-
vuje, ki grafično opǐsejo neenakost in iz njih izpeljano mero neenakosti Ginijev ko-
eficient. Lorenzovo krivuljo je prvi predstavil amerǐski ekonomist Max O. Lorenz
leta 1905 [12], Ginijev koeficient pa je prvi izpeljal italijanski statistik Corrado Gini
leta 1912 v svojem članku Variability and Mutability [2].
V diplomski nalogi bom najprej pojasnila Lorenzovo krivuljo in Ginijev koefici-
ent, nato bom obravnavala preferenčne relacije, ki razvrščajo Lorenzove krivulje.
Izkazalo se bo, da je v nekem smislu najnaravneǰsa razvrstitev Lorenzovih krivulj
prav glede na Ginijev koeficient. Na koncu bom opisala tudi dominacijo prvega in
drugega reda na Lorenzovih krivuljah.
2. Lorenzova krivulja in Ginijev koeficient
Kot osnovo za analizo relativnih razlik v porazdelitivi neke količine uporabljamo
Lorenzovo krivuljo.
Naj bo F kumulativna porazdelitvena funkcija opazovanega nenegativnega para-
metra v neki populaciji. Posameznike v populaciji razvrstimo glede na ta parameter
v naraščajočem vrstnem redu. F (x) nam poda delež populacije z opazovanim pa-
rametrom, manǰsim ali enakim x. Naj bo F−1(t) = inf{x ∈ [0,∞) : F (x) ≥ t} za
t ∈ [0, 1], levi inverz F . F−1(t) nam poda vrednost parametra, ki pripada spodnjemu
deležu t (glede na urejenost, ki jo porodi vrednost parametra) populacije.
Definicija 2.1. Naj bo F kumulativna porazdelitvena funkcija na [0,∞) s pov-
prečjem µ ∈ (0,∞). Lorenzova krivulja za F je definirana kot
(1) LF (u) :=
1
µ
∫
F (x)<u
x dF (x) +
1
µ
F−1(u)(u− F (F−1(u)−)), u ∈ [0, 1].
Člen 1
µ
F−1(u)(u − F (F−1(u)−)), ki je različen od 0 samo, kadar ima F v točki
F−1(u) skok, prǐstejemo, da bo enačba (1) ekvivalentna enačbi (3). Več je pojasnjeno
v Shorackovem poglavju 7 Probability for Statisticians [9]. Če F nima skokov, je
enačba Lorenzove krivulje enaka kar
(2) LF (u) :=
1
µ
∫
F (x)<u
x dF (x), u ∈ [0, 1].
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Enačbo Lorenzove krivulje lahko opǐsemo tudi s kvantili. Z upeljavo nove spre-
menljivke x = F−1(u) v enačbo (2) dobimo
(3) LF (u) =
1
µ
∫ u
0
F−1(t) dt, 0 ≤ u ≤ 1,
kjer je F−1(t) = inf{x ∈ [0,∞) : F (x) ≥ t} za t ∈ [0, 1], levi inverz F .
Enačba (2) je v nekaterih delih literature uporabljena kot definicija Lorenzove
krivulje, tudi brez predpostavke, da F−1 nima skokov.
Trditev 2.2 (Osnovne lastnosti Lorenzove krivulje). LF je zvezna nepadajoča kon-
veksna funkcija z zalogo vrednosti [0,1]. Vedno se začne v točki (0,0) in konča v točki
(1,1). Če merjena slučajna spremenljivka s.g. zavzema samo pozitivne vrednosti, je
LF naraščajoča funkcija.
Dokaz. Na začetku poglavja smo predpostavili, da posameznike v populaciji razvr-
stimo glede na nek parameter v naraščajočem vrstnem redu. Torej je kumulativna
porazdelitvena funkcija F vedno nepadajoča, kar pomeni, da je tudi njen inverz
nepadajoč. LF je integral nepadajoče funkcije, torej je LF konveksna.
Če v LF vstavimo u = 0, dobimo LF (0) =
1
µ
∫ 0
0
F−1(t) dt = 0, za u = 1 pa dobimo
LF (1) =
1
µ
∫ 1
0
F−1(t) dt = µ
µ
= 1.
LF ni naraščajoča v točkah, kjer je odvod enak 0, kar se lahko zgodi le pri F (0).
Če merjena slučajna spremenljivka X zavzema samo pozitivne vrednosti, torej velja,
da F nima atoma v točki 0, tj. P (X = 0) = 0, odvod v nobeni točki ni enak 0.
Sledi, da je LF za slučajne spremenljivke, ki zavezemajo samo pozitivne vrednosti,
naraščajoča funkcija. 
Iz zgornjih lastnosti sledi, da na LF lahko gledamo kot na zvezno in konveksno
porazdelitveno funkcijo na intervalu [0, 1].
Trditev 2.3 (Odvod Lorenzove krivulje). Levi odvod LF (u) je enak
d−LF (u)
du
=
F−1(u)
µ
.
Dokaz. Odvajamo LF po spremenljivki u in dobimo
d−LF (u)
du
=
d
du
(
1
µ
∫ u
0
F−1(t) dt
)
=
F−1(u)
µ
.

LF (u) je odvedljiva, če F nima konstantnih odsekov, ki ustrezajo skokom F
−1. V
tem primeru velja dLF (u)
du
= d
−LF (u)
du
= F
−1(u)
µ
.
Poglejmo si posebej Lorenzovo krivuljo za diskretno porazdelitev F . Naj bo f(x)
diskretna verjetnostna masna funkcija in naj bodo xi, i = 1, ..., n, točke z ver-
jetnostmi, različnimi od 0, ki jih indeksiramo v naraščajočem vrstnem redu, tj.
xi < xi+1. Recimo, da xi, i = 1, ..., n, predstavljajo dohodkovne razrede v neki
populaciji. Definirajmo
Fi =
i∑
j=1
f(xj) , delež populacije v dohodkovnih razredih ≤ xi,
Si =
i∑
j=1
xjf(xj) , povprečni dohodek deleža populacije Fi,
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Li =
Si
Sn
, razmerje med Si in povprečnim dohodkom celotne populacije.
Lorenzova krivulja za diskretno porazdelitev je potem zvezna odsekoma linearna
funkcija, ki povezuje točke (Fi, Li), 0 = 1, ..., n, kjer sta F0 = 0 in L0 = 0.
Na podoben način lahko bolj eksplicitno opredelimo tudi Lorenzovo krivuljo za
zvezno porazdelitev F z gostoto f . Dobimo
L(F (x)) =
∫ x
0
tf(t)dt∫∞
0
tf(t)dt
=
1
µ
∫ x
0
tf(t)dt.
LF (u), za določen u, predstavlja kumulativni delež opazovanega parametera, ki pri-
pada spodnjemu (glede na urejenost, ki jo porodi vrednost parametra) kumulativ-
nemu deležu u-populacije. Premica popolne enakosti, ki predstavlja enakomerno po-
razdelitev parametra med populacijo, je enaka LF (u) = u. Graf Lorenzove krivulje
LF , ki predstavlja porazdelitev parametra v populaciji, primerjamo s (hipotetično)
enakomerno porazdelitvijo tega parametra. Iz definicije LF sledi, da se LF nikoli ne
dvigne nad premico popolne enakosti, torej 0 ≤ LF (u) ≤ u za vsak u ∈ [0, 1]. Večji
je “primanjkljaj” med premico in krivuljo, večja je neenakost v porazdelitvi.
Slika 1. Primer Lorenzove krivulje (vir: [21]).
Ginijev koeficient je matematični prikaz neenakosti, in sicer s številom med 0
in 1, pri čemer pomeni Ginijev koeficient 0 popolno enakost in Ginijev koeficient
“poljubno blizu 1”, največjo možno neenakost v porazdelitvi. Ginijev koeficient
lahko interpretiramo s pomočjo ploščine med grafom Lorenzove krivulje in premico
popolne enakosti. Vemo, da je Lorenzova krivulja definirana v enotskem kvadratu s
ploščino 1, torej je ploščina spodnjega trikotnika enaka 1/2. Ker želimo neenakost
prikazati s številom med 0 in 1, vzamemo dvakratnik integrala od p− L(p), torej
(4) G = 2
∫ 1
0
(p− LF (p))dp = 1− 2
∫ 1
0
LF (p)dp.
S slike 1, na kateri sta v spodnji polovici enotskega kvadrata označeni površini
nad Lorenzovo krivuljo A in pod Lorenzovo krivuljo B, je razvidno, da je Ginijev
koeficient enak G = A/(A+ B) = 2A = 1− 2B.
7
3. Razvrščanje Lorenzovih krivulj glede na Ginijev koeficient
V preǰsnjem poglavju smo definirali Lorenzovo krivuljo in podali nekatere njene
lastnosti. Izkaže se, da je neka funkcija L : [0, 1]→ [0, 1] Lorenzova krivulja natanko
tedaj, ko je L konveksna, zvezna in nepadajoča ter velja L(0) = 0 in L(1) = 1. Ta
ugotovitev sledi iz trditev 1 in 2 v [9].
Naj bo L družina Lorenzovih krivulj, ki izhajajo iz porazdelitvenih funkcij brez
atoma v 0, tj. F (0) = 0. Sledi, da je L množica naraščajočih zveznih konveksnih
funkcij, ki slikajo iz [0, 1] v [0, 1]. Porazdelitev z atomi v 0 se znebimo, da lahko
povsod delamo z navadnimi inverzi Lorenzovih krivulj. Ta omejitev ni bistvena
za to, kar sledi, torej jo navedemo zaradi preprostosti. V tem poglavju Lorenzova
krivulja pomeni element L. Opazimo tudi, da je konveksna kombinacija Lorenzovih
krivulj spet Lorenzova krivulja, torej tudi element L. Elemente množice L lahko
razvrstimo s preferenčno relacijo , ki zadošča naslednjim aksiomom.
Aksiom 3.1 (Vrstni red).  je tranzitivno in sovisno razvrščanje na L.
Aksiom 3.1 nam pove, da je preferenčna relacija, s katero razvrščamo Lorenzove
krivulje, tranzitivna t.j. iz L1  L2 in L2  L3 sledi L1  L3 in sovisna, kar pomeni,
da sta vsaka dva elementa iz L primerljiva.
Aksiom 3.2 (Dominacija). Naj bo L1, L2 ∈ L. Če je L1(u) ≥ L2(u) za vsak
u ∈ [0, 1], sledi L1  L2.
Aksiom 3.2 nam pove naslednje. Če Lorenzova krivulja L1 leži v celoti nad Loren-
zovo krivuljo L2, kar pomeni, da je L1 bližje premici popolne enakosti, je L1 “bolǰsa”
od L2.
Aksiom 3.3 (Zveznost). Množici {L∗ ∈ L : L  L∗} in {L∗ ∈ L : L∗  L} sta
zaprti za vsak L ∈ L (glede na L1 -normo).
Množica {L∗ ∈ L : L  L∗} predstavlja množico največ tako “dobrih” Lorenzovih
krivulj kot L in {L∗ ∈ L : L∗  L} predstavlja množico vsaj tako “dobrih” Loren-
zovih krivulj kot L, kjer “dobro” Lorenzovo krivuljo interpretiramo kot Lorenzovo
krivuljo za porazdelitev z nižjo neenakostjo. Aksiom 3.3 nam pove, da sta ti dve
množici zaprti, tj. vsebujeta svoji meji, če upoštevamo, da so funkcije iz prostora L1,
torej Lebesguovo integrabilne funkcije. V praksi to pomeni, da nimamo “skokov” v
preferencah.
Iz trditve 3 v Debreu [7] sledi, da lahko preferenčno relacijo na množici Lorenzovih
krivulj , ki zadošča aksiomom 3.1, 3.2 in 3.3, predstavimo z zveznim naraščajočim
funkcionalom U : L → R. Obstaja torej funkcija koristnosti U za preferenčno
relacijo , ki vsaki Lorenzovi krivulji priredi realno število, tako da za vsaki dve
L1, L2 ∈ L velja L1  L2 ⇔ U(L1) ≥ U(L2). Vpeljemo še naslednji dve lastnosti.
Aksiom 3.4 (Neodvisnost). Naj bodo L1,L2 in L3 elementi L in α ∈ [0, 1]. Potem
iz L1  L2 sledi αL1 + (1− α)L3  αL2 + (1− α)L3.
Aksiom 3.5 (Dualna neodvisnost). Naj bodo L1,L2 in L3 elementi L in α ∈ [0, 1].
Potem iz L1  L2 sledi (αL−11 + (1− α)L−13 )−1  (αL−12 + (1− α)L−13 )−1.
Tu je L−1 inverz L in velja L−1(0) = 0 ter L−1(1) = 1. Aksiom 3.4 pravi, da
če je L1 preferirana glede na L2, potem je katera koli konveksna kombinacija L1
in L3 preferirana glede na ustrezno konveksno kombinacijo L2 in L3 oziroma da
so preferenčna razvrščanja konveksnih kombinacij neodvisna od tretje Lorenzove
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krivulje. Aksiom 3.4 torej zahteva, da določene transformacije Lorenzovih krivulj ne
vplivajo na vrstni red razvrstitve, torej invariantnost razvrščanja glede na nekatere
transformacije Lorenzovih krivulj.
Da bi pojasnili aksiom 3.4, lahko za primer vzamemo davčno posredovanje, ki
spremeni obliko porazdelitve dohodka, ne pa povprečja dohodka. Naj bosta F1 in
F2 dohodkovni porazdelitvi s povprečjem µ1 in µ2 ter L1 in L2 pripadajoči Lo-
renzovi krivulji. Predpostavimo naslednjo davčno reformo (za prerazporeditev do-
hodka). Najprej uvedemo proporcionalni davek s stopnjo 1 − α. Zbrani davki so
v obeh primerih prerazporejeni v skladu s primerno transformacijo neke porazdeli-
tvene funkcije F3 s povprečjem µ3. To pomeni, da se ti dve količini pobranih davkov
prerazporedita glede na enako Lorenzovo krivuljo. Transfer, ki ga prejme t-kvantil
dohodkovne porazdelitve Fi, i = 1, 2, je enak
(5) (1− α)(µi/µ3)F−13 (t).
Po takem obdavčenju je inverz dohodkovne porazdelitve torej enak
(6) αF−1i (t) + (1− α)µi
F−13 (t)
µ3
, i = 1, 2,
kjer je F−1i (t) levi inverz Fi. Iz (6) sledi, da takšno obdavčenje ne spremeni povprečij
µ1 in µ2. Lorenzova krivulja za Fi se iz Li spremeni v
(7)
1
µi
∫ u
0
[
αF−1i (t) + (1− α)µi
F−13 (t)
µ3
]
dt = αLi(u) + (1− α)L3(u), i = 1, 2,
z upoštevanjem enačbe (3). Po aksiomu 3.4 torej sledi, da takšno obdavčenje ne bo
vplivalo na razvrstitev Lorenzovih krivulj.
Aksiom 3.5 zahteva, da je relacija invariantna glede na združevanje podpopulacij
po kumulativnih dohodkovnih deležih. To pomeni, da če za določeno populacijo velja
L1  L2, potem kombinacija te populacije s katerokoli drugo populacijo glede na
njune porazdelitve dohodkovnih deležev ne vpliva na razvrstitev Lorenzovih krivulj.
Aksiom 3.5 torej zagotavlja podobno invariantnost inverzov Lorenzovih krivulj
kot aksiom 3.4. Bistvena razlika je, da aksiom 3.5 obravnava razmerje med danimi
dohodkovnimi deleži in tehtanimi povprečji ustreznih deležev prebivalstva, medtem
ko aksiom 3.4 obravnava razmerje med danimi deleži prebivalstva in tehtanimi pov-
prečji ustreznih dohodkovnih deležev.
Kot primer si oglejmo populacijo, ki jo razdelimo na dva dela, in sicer na skupino
revnih in skupino bogatih. Dohodek vsakega posameznika naj bo enak povprečju
pripadajoče skupine. Če gledamo aksiom 3.4, nas bolj od velikosti dohodkovnega
deleža revnih zanima število revnih, ob aksiomu 3.5 pa bolj poudarjamo velikost
dohodkovnega deleža revnih.
Izrek 3.6. Preferenčna relacija  na L zadošča aksiomom od 3.1 do 3.4 natanko
tedaj, ko obstaja taka zvezna nenaraščajoča realna funkcija p, definirana na intervalu
[0, 1], da za vsak par L1, L2 ∈ L velja
(8) L1  L2 ⇔
∫ 1
0
p(u)dL1(u) >
∫ 1
0
p(u)dL2(u).
Še več, p je enolična do pozitivne afine transformacije.
Za dokaz izreka potrebujemo naslednjo lemo o integriranju po delih Lebesgue-
Stieltjesovega integrala [4].
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Lema 3.7. Naj bosta f in α zvezni funkciji. Če je f ∈ R(α) (f ∈ R(α) ⇔
obstaja
∫ b
a
f(x)dα(x)), je tudi α ∈ R(f) in velja∫ b
a
f(x)dα(x) +
∫ b
a
α(x)df(x) = f(b)α(b)− f(a)α(a).
Dokaz izreka 3.6. Predpostavimo, da obstaja taka nenaraščajoča zvezna realna funk-
cija p, da je (8) res za vsaki L1, L2 ∈ L.
Tranzitivnost in sovisnost relacije  sledi neposredno iz izraza (8), torej iz tran-
zitivnosti in sovisnosti neenakosti > na R.
Za dokaz dominacije uporabimo lemo 3.7, tako da je f = p in α = L1. Sledi∫ 1
0
p(t)dL1(t) +
∫ 1
0
L1(t)dp(t) = p(1),
kjer upoštevamo, da je L1(1) = 1 ter L1(0) = 0 in zato je desna stran enaka
p(1)L1(1)− p(0)L1(0) = p(1).
Podobno, če vstavimo v lemo 3.7 f = p in α = L2, dobimo∫ 1
0
p(t)dL2(t) +
∫ 1
0
L2(t)dp(t) = p(1).
Če drugo enakost odštejemo od prve, dobimo naslednjo enakost
(9)
∫ 1
0
p(t)dL1(t)−
∫ 1
0
p(t)dL2(t) = −
∫ 1
0
L1(t)dp(t) +
∫ 1
0
L2(t)dp(t).
Ker je p nenaraščajoča funkcija, je po definiciji Lebesgue-Stieltjesovega integrala
desna stran enačbe (9) enaka
−
∫ 1
0
(L1(t)− L2(t))dp(t) =
∫ 1
0
(L1(t)− L2(t))d(−p)(t).
Če za vsak u ∈ [0, 1] velja L1(u) ≥ L2(u), bo torej desna stran enačbe (9) > 0. Iz
tega sledi, da je ∫ 1
0
p(t)dL1(t)−
∫ 1
0
p(t)dL2(t) > 0
oziroma ∫ 1
0
p(t)dL1(t) ≥
∫ 1
0
p(t)dL2(t),
kar velja natanko tedaj, ko velja L1  L2.
Za dokaz neodvisnosti spet najprej vzamemo izraz (8)
L1  L2 ⇔
∫ 1
0
p(u)dL1(u) >
∫ 1
0
p(u)dL2(u).
Če na desni strani implikacije obe strani najprej pomnožimo z α in potem še
prǐstejemo (1− α)
∫ 1
0
p(u)dL3(u), dobimo
α
∫ 1
0
p(u)dL1(u)+(1−α)
∫ 1
0
p(u)dL3(u) > α
∫ 1
0
p(u)dL2(u)+(1−α)
∫ 1
0
p(u)dL3(u).
Torej je ∫ 1
0
p(u)d(αL1 + (1− α)L3)(u) >
∫ 1
0
p(u)d(αL2 + (1− α)L3)(u),
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iz česar sledi, da velja αL1 + (1− α)L3  αL2 + (1− α)L3.
Iz zgornjega torej sledi, da relacija  zadošča aksiomom 3.1, 3.2 in 3.4. Za dokaz,
da relacija zadošča aksiomu 3.3, in dokaz obratne implikacije, naj se bralec obrne
na dokaz trditve 1 v članku [16]. 
Naj bo UP : L→ [0, 1] funkcional, definiran z
(10) UP (LF ) =
∫ 1
0
P ′(u)dLF (u) =
1
µ
∫ 1
0
P ′(u)F−1(u)du,
kjer je utežna funkcija P ′ odvod zvezno odvedljive in konkavne porazdelitvene funk-
cije P , definirane na enotskem intervalu, in velja P (0) = 0 in P (1) = 1. Predpo-
stavimo, da je P ′(1) = 0, kar nam zagotavlja, da UP slika v interval [0,1] ter da je
največja vrednost UP = 1 v primeru enakomerne porazdelitve dohodka in UP = 0 v
primeru, da v limiti velike populacije ves dohodek pripada eni osebi. Izrek 3.6 nam
zagotavlja, da lahko pod aksiomi od 3.1 do 3.4 Lorenzove krivulje razvrstimo s funk-
cijo koristnosti UP za neko takšno funkcijo P . Funkciji P pravimo tudi preferenčna
funkcija, saj glede na posameznikov rang v dohodkovni porazdelitvi določa uteži na
njegovem dohodku in hkrati kaže, kolikšen je odpor do neenakosti.
Definirajmo JP z
(11) JP (LF ) = 1−
∫ 1
0
P ′(u)dLF (u) = 1−
1
µ
∫ 1
0
P ′(u)F−1(u)du,
ki meri neenakost v porazdelitvi dohodka z Lorenzovo krivuljo L, kjer je P izbrana
preferenčna ali utežna funkcija. Mera neenakosti JP = 1 − UP , ki prav tako za-
vzema vrednosti iz [0, 1], razvrsti Lorenzove krivulje v obratnem vrstnem redu, kot
bi jih razvrstili s funkcijo koristnosti UP , torej nižja neenakost ima po meri JP nižjo
vrednost oziroma nižja vrednost pomeni, da je Lorenzova krivulja bolǰsa.
Družina JP predstavlja preferečno relacijo, definirano bodisi na množici poraz-
delitvenih funkcij bodisi na množici Lorenzovih krivulj, kjer preferenčno funkcijo
P določi družbeni odločevalec (preference družbene politike). Tako funkcionalna
oblika P predstavlja odnos do neenakosti družbenega odločevalca, ki se poslužuje
JP za razporejanje Lorenzovih krivulj.
Izberimo sedaj preferenčno funkcijo P (t) = 2t− t2, katere odvod je enak P ′(t) =
2− 2t. JP je v tem primeru enak
JP (LF ) = 1−
∫ 1
0
(2− 2u)dLF (u) = 1− 2
∫ 1
0
(1− u)F
−1(u)
µ
du.
Sledi
JP (LF ) = 1− 2
∫ 1
0
F−1(u)
µ
du− 2
∫ 1
0
u
F−1(u)
µ
du.
Ker je
∫ 1
0
F−1(u)du = µ in F
−1(u)
µ
= L′F (u) (razen za u, v katerih ima F
−1 skok), je
JP (LF ) = 1− 2 + 2
∫ 1
0
uL′F (u)du.
Uporabimo enkrat per partes in dobimo
−1 + 2(LF (1) · 1− LF (0) · 0−
∫ 1
0
LF (u)du) = 1− 2
∫ 1
0
LF (u)du,
kjer smo upoštevali, da je LF (1) = 1.
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Dobimo mero neenakosti Ginijev koeficient. Iz izreka 3.6 neposredno sledi, da je
pod aksiomi od 3.1 do 3.4 Ginijev koeficient racionaliziran.
Z izbiro ustreznih preferenčnih funkcij P lahko dobimo zanimive alternative Gini-
jevemu koeficientu, ki so skladne z izrekom 3.6. Na primer z izbiro družine P -funkcij
(12) Pk(t) = 1− (1− t)k+1, k > 0,
dobimo naslednjo družino mer neenakosti
(13) Gk(L) = 1− k(k + 1)
∫ 1
0
(1− u)k−1L(u)du, k > 0.
Družina Gk je razširjena Gini družina mer neenakosti. Ker lahko Lorenzovo
krivuljo obravnavamo analogno kumulativni porazdelitveni funkciji, po Aabergu
[16] sledi, da poddružina razširjene Gini družine Gk, ki jo tvorimo v enačbi (13)
s celoštevilskimi vrednostmi k, enolično določa Lorenzovo krivuljo.
Izkaže se, da je inverz Lorenzove krivuje pravzaprav porazdelitvena funkcija. To
lahko vidimo tako, da L−1 zapǐsemo z naslednjo enačbo
(14) L−1(u) = F (K−1(u)), 0 ≤ u ≤ 1,
kjer je K definirana s
(15) K(y) =
1
µ
∫ y
0
x dF (x)
delež dohodka y-tega deleža populacije.
Torej je L−1 kumulativna porazdelitev K(Y ), kjer je Y slučajna spremenljivka
s kumulativno porazdelitveno funkcijo F. Če seštevamo dohodke po velikosti tako,
da začnemo z najnižjim in seštevamo do K−1(u), je vsota enaka 100u odstotkov
celega dohodka populacije. Zato lahko L−1(u) interpretiramo kot verjetnost, da je
naključno izbran dohodek iz F manǰsi ali enak od K−1(u).
Če v izreku 3.6 nadomestimo aksiom 3.4 z aksiomom 3.5, dobimo naslednji izrek.
Izrek 3.8. Preferenčna relacija  na L zadošča aksiomom od 3.1 do 3.3 in 3.5
natanko tedaj, ko obstaja taka zvezna nepadajoča realna funkcija q, definirana na
intervalu [0, 1], da za vsak par L1, L2 ∈ L velja
(16) L1  L2 ⇔
∫ 1
0
q(L1(u))du >
∫ 1
0
q(L2(u))du.
Še več, q je enolična do pozitivne afine transformacije.
Dokaz. Predpostavimo, da obstaja nepadajoča zvezna realna funkcija q, taka, da je
(16) res za vsaki L1, L2 ∈ L.
Tranzitivnost in sovisnost relacije  sledi neposredno iz izraza (16), torej iz tran-
zitivnosti in sovisnosti neenakosti > na R.
Za dokaz dominacije uporabimo izraz (16)
L1  L2 ⇔
∫ 1
0
q(L1(u))du >
∫ 1
0
q(L2(u))du.
Če velja L1(u) ≥ L2(u) za vsak u ∈ [0, 1], velja tudi q(L1(u)) ≥ q(L2(u)) za vsak u ∈
[0, 1], saj je q nepadajoča funkcija. Potem velja tudi
∫ 1
0
q(L1(u))du >
∫ 1
0
q(L2(u))du
in sledi, da je L1  L2.
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Za dokaz dualne neodvisnosti spet najprej vzamemo izraz (16)
L1  L2 ⇔
∫ 1
0
q(L1(u))du >
∫ 1
0
q(L2(u))du.
Po izreku o sliki mere, izrek 4.1.11. v [19], je∫ 1
0
q(t)dL−1(t) =
∫ 1
0
q(L(u))du.
Sledi
L1  L2 ⇔
∫ 1
0
q(L1(u))du >
∫ 1
0
q(L2(u))du⇔
∫ 1
0
q(t)dL−11 (t) >
∫ 1
0
q(t)dL−12 (t).
Če na skrajni desni strani ekvivalence obe strani neenačbe najprej pomnožimo z α
in potem še prǐstejemo (1− α)
∫ 1
0
q(u)dL−13 (u), dobimo
α
∫ 1
0
q(u)dL−11 (u) + (1− α)
∫ 1
0
q(u)dL−13 (u)
> α
∫ 1
0
q(u)dL−12 (u) + (1− α)
∫ 1
0
q(u)dL−13 (u).
Torej je∫ 1
0
q(u)d((αL−11 + (1− α)L−13 )−1)−1(u) >
∫ 1
0
q(u)d((αL−12 + (1− α)L−13 )−1)−1(u),
iz česar sledi, da velja (αL−11 + (1− α)L−13 )−1  (αL−12 + (1− α)L−13 )−1.
Iz zgornjega torej sledi, da relacija  zadošča aksiomom 3.1, 3.2 in 3.5. Za dokaz,
da relacija zadošča aksiomu 3.3, in dokaz obratne implikacije naj se bralec obrne na
dokaz trditve 1 v članku [16]. 
Naj bo U∗Q funkcional, U
∗
Q : L→ [0, 1], definiran z
(17) U∗Q(L) =
∫ 1
0
Q′(L(u))du =
∫ 1
0
Q′(t)dL−1(t),
kjer je Q′ odvod zvezno odvedljive konveksne porazdelitvene funkcije Q, definirane
na enotskem intervalu. Tudi Q je preferenčna funkcija, za katero velja Q(0) = 0 in
Q(1) = 1. Podobno kot za preferenčno funkcijo P predpostavimo, da je Q′(0) = 0,
kar nam zagotavlja, da U∗Q slika v interval [0,1]. Iz izreka 3.8 sledi, da U
∗
Q predstavlja
preference, ki zadoščajo aksiomom od 3.1 do 3.3 in 3.5. S takimi preferencami je
torej optimalno med Lorenzovimi krivuljami izbrati tistio, ki maksimizira U∗Q.
Definirajmo J∗Q
(18) J∗Q(L) = 1−
∫ 1
0
Q′(L(u))du,
ki meri obseg neenakosti v porazdelitvi z Lorenzovo krivuljo L, kjer so preference
skladne z aksiomi od 3.1 do 3.3 in 3.5. Večja je torej vrednost J∗Q(L), večji je obseg
neenakosti.
J∗Q sovpada z Ginijevim koeficientom, če je Q(t) = t
2. Če vstavimo Q′(t) = 2t v
(18), takoj dobimo J∗Q(L) = 1− 2
∫ 1
0
L(u)du.
Z izbiro ustreznih preferenčnih funkcij Q lahko izpeljemo tudi druge mere neena-
kosti, ki so skladne z izrekom 3.8. Na primer z uvedbo družine
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(19) Qk(t) = t
k+1, k > 0,
dobimo sorodno družino mer neenakosti
(20) G∗k(L) = 1− (k + 1)
∫ 1
0
Lk(u)du, k > 0,
kjer je G∗k posplošena Gini družina mer neenakosti. Ker Lorenzovo krivuljo lahko
obravnavamo kot porazdelitveno funkcijo, definirano na [0, 1], je inverz Lorenzove
krivulje enolično določen s svojimi momenti. To pomeni, da če poznamo {G∗k(L) :
k = 1, 2, ...}, poznamo tudi pripadajočo Lorenzovo krivuljo.
Z zgornjimi izreki smo torej utemeljili Ginijev koeficient kot mero neenakosti, ki
razvršča Lorenzove krivulje. Ginijev koeficient je racionaliziran pod aksiomi 3.1–
3.4 ter aksiomi 3.1–3.3 in 3.5. Tako domnevamo, da Ginijev koeficient predstavlja
preferenčno relacijo, ki zadošča aksiomom 3.1–3.5.
Izrek 3.9. Preferenčna relacija  na L zadošča aksiomom od 3.1 do 3.5 natanko
tedaj, ko relacijo  lahko predstavimo z Ginijevim koeficientom.
Najprej definirajmo kvazi-Lorenzovo krivuljo La,b kot
(21) La,b(u) =
 0, u < abu−a1−a , a ≤ u < 1, a ∈ [0, 1) , b ∈ [0, 1]
1, u = 1
in pripadajočo družino L̃ = {L : L = La,b; a ∈ [0, 1) , b ∈ [0, 1]}. Družina L̃ za a, b ∈
(0, 1) predstavlja porazdelitve, v katerih je populacija razdeljena na tri skupine.
Če gledamo dohodkovne porazdelitve, si to lahko predstavljamo na sledeč način.
Prva skupina, ki predstavlja 100a % populacije, ima dohodek 0, drugo skupino
predstavlja en osebek, ki mu pripada 100(1−b) % skupnega dohodka, tretjo skupino
pa predstavlja preostanek populacije, med katero je razdeljen preostanek 100b %
skupnega dohodka.
Definirajmo še Lorenzovo krivuljo La,b,ε za nek ε > 0, ki poljubno dobro aproksi-
mira kvazi-Lorenzovo krivuljo La,b, ko gre ε proti 0.
Slika 2. Primer kvazi-Lorenzove krivulje La,b in Lorenzove krivulje La,b,ε.
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Za dokaz izreka 3.9 potrebujemo še naslednjo lemo.
Lema 3.10. Naj bo funkcija γ definirana na intervalu [0,∞) z
γ(x) = x log
(
x+ 1
x+ 2
)
+ log(x+ 2)− log 2.
Potem je x = 1 edina ničla funkcije γ(x) na intervalu (0,∞).
Slika 3. Graf funkcije γ(x).
Dokaz. Vstavimo x = 1 v funkcijo γ(x) in vidimo, da res velja γ(1) = 0. Pokažimo
sedaj, da je to res edina ničla na intervalu (0,∞). Najprej dvakrat odvajamo funkcijo
γ(x):
γ′(x) = log
(
x+ 1
x+ 2
)
+
x
x+ 1
− x− 1
x+ 2
;
γ′′(x) = − x
2 − x− 3
(x+ 1)2(x+ 2)2
.
Od tod dobimo, da je ničla γ′′(x) na intervalu [0,∞) enaka x0 = 1+
√
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2
. Vidimo, da
je γ′′(x) > 0 za x ∈ [0, x0) ter γ′′(x) < 0 za x ∈ (x0,∞). Torej je γ(x) konveksna na
[0, x0) in konkavna na (x0,∞). Opazimo tudi, da je γ(0) = 0 in γ(x0) > 0. Sledi,
da ima lahko največ eno ničlo na [0, x0) in največ eno na (x0,∞). Ker je γ(x) > 0
za x > x0 > 1, torej to velja za vse x ∈ [x0,∞), je x = 1 edina ničla na (0,∞). 
Dokaz izreka 3.9. Da preferenčna relacija , ki jo predstavimo z Ginijevim koefici-
entom, zadošča aksiomom od 3.1 do 3.5, sledi neposredno iz zgornjih ugotovitev.
Dokažimo sedaj, da če preferenčna relacija  na L zadošča aksiomom od 3.1 do
3.5, sledi, da relacijo  lahko predstavimo z Ginijevim koeficientom.
Vemo, da obstajata zvezna nenaraščajoča realna funkcija p, da funkcional L 7→∫ 1
0
pdL predstavlja preferenčno relacijo  na L, ki zadošča aksiomom od 3.1 do
3.4, in zvezna nepadajoča realna funkcija q, da L 7→
∫ 1
0
q(L)du predstavlja prefe-
renčno relacijo  na L, ki zadošča aksiomom od 3.1 do 3.3 in 3.5. Obstaja zvezna
naraščajoča realna funkcija ψ, da velja
(22)
∫ 1
0
p(u)dL(u) = ψ
(∫ 1
0
q(L(u))du
)
za vse L ∈ L.
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Naj bo P (u) =
∫ u
0
p(t)dt in Q(u) =
∫ u
0
q(t)dt. Brez škode za splošnost normalizi-
ramo P (0) = Q(0) = ψ(0) = 0, P (1) = Q(1) = ψ(1) = 1 in p(1) = q(0) = 0. Funk-
cional ψ
(∫ 1
0
q(L(u))du
)
predstavlja enake preference kot funkcional
∫ 1
0
p(u)dL(u),
namreč preference .
Vstavimo nek La,b ∈ L̃ v enačbo (22), za katero sicer vemo le, da velja za L ∈ L.
Na levi strani, če upoštevamo, da je
∂
∂u
La,b(u) =
{
0, u < a
b
1−a , a ≤ u < 1, a ∈ [0, 1) , b ∈ [0, 1]
,
dobimo∫ 1
0
p(u)dLa,b(u) =
∫ 1
a
p(u)
b
1− a
du =
b
1− a
∫ 1
a
p(u)du =
b
1− a
(P (1)− P (a)).
Na desni strani (22) integral znotraj funkcije ψ izračunamo z uvedbo nove neznanke
t = bu−a
1−a , torej∫ 1
0
q(La,b(u))du =
∫ 1
a
q(b
u− a
1− a
)du =
1− a
b
∫ b
0
q(t)dt =
1− a
b
Q(b).
Tako dobimo enačbo
(23) b
1− P (a)
1− a
= ψ
(
(1− a)Q(b)
b
)
za vse a ∈ [0, 1) in b ∈ (0, 1].
Kot smo navedli, za enačbo (22) sicer vemo le, da velja za L ∈ L, vendar lahko
namesto La,b vstavimo La,b,ε za nek ε > 0 in ko pošljemo ε proti 0, še vedno dobimo
(23), ker je “vse zvezno”.
Vstavimo b = 1 in a = 0 v enačbo (23). Sledi
(24) ψ(1− a) = 1− P (a)
1− a
za vse a ∈ [0, 1)
in
(25) ψ
(
Q(b)
b
)
= b za vse b ∈ (0, 1].
Če (24) in (25) vstavimo v prvotno enačbo (23), dobimo
(26) ψ
(
(1− a)Q(b)
b
)
= ψ(1− a)ψ
(
Q(b)
b
)
za vse a, b ∈ (0, 1),
kar je ekvivalentno funkcionalni enačbi ψ(xy) = ψ(x)ψ(y), x, y ∈ [0, 1], ki ima rešitev
ψ ≡ 0 ali ψ ≡ 1 ali
(27) ψ(x) = xr, r > 0, x ∈ [0, 1].
Rešitvi ψ ≡ 0 in ψ ≡ 1 ne prideta v poštev zaradi (25).
Sedaj lahko iz enačbe (24) izračunamo p(u):
(1− a)r = 1− P (a)
1− a
,
P (a) = 1− (1− a)r+1,
p(a) = P ′(a) = (r + 1)(1− a)r.
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Iz enačbe (25) lahko izračunamo q(u):(
Q(b)
b
)r
= b,
Q(b) = b
r+1
r ,
q(b) = Q′(b) =
r + 1
r
b
1
r .
Vstavimo izračunana p(u) in q(u) v enačbo (22). Sledi, da preferenčna relacija 
na L torej zadošča aksiomom od 3.1 do 3.5 samo, če velja
(28) (r + 1)
∫ 1
0
(1− u)rdL(u) =
(
(1 +
1
r
)
∫ 1
0
L
1
r (u)du
)r
za vsak L ∈ L in nek r > 0.
V enačbo (28) sedaj vstavimo L(u) = u2 in dobimo
(r + 1)
∫ 1
0
(1− u)r2udu =
(
(1 +
1
r
)
∫ 1
0
u
2
r du
)r
.
Na desni strani dobimo(
(1 +
1
r
)
∫ 1
0
u
2
r du
)r
=
(
r + 1
r
· 12
r
+ 1
)r
=
(
r + 1
r + 2
)r
,
na levi strani pa
(r + 1)
∫ 1
0
(1− u)r2udu = 2(r + 1)B(r + 1, 2) = 2(r + 1)Γ(r + 1)Γ(2)
Γ(r + 3)
=
= 2(r + 1)
r! · 1
(r + 2)!
=
2(r + 1)
(r + 2)(r + 1)
=
2
r + 2
.
Sledi
2
r + 2
=
(
r + 1
r + 2
)r
za r > 0.
Če zgornjo enačbo logaritmiramo, dobimo
log(2)− log(r + 2) = r log
(
r + 1
r + 2
)
in po lemi 3.10 sledi, da je edina rešitev zgornje enačbe r = 1. Iskana funkcija ψ je
torej ψ(x) = x, kar pomeni, da je∫ 1
0
p(u)dL(u) =
∫ 1
0
q(L(u))du za vse L ∈ L.
Pri pravi izbiri p oziroma q velja∫ 1
0
p(u)dL(u) =
∫ 1
0
q(L(u))du = 2
∫ 1
0
L(u)du za vse L ∈ L.
Sledi, da preferenčno relacijo  na L, ki zadošča aksiomom od 3.1 do 3.5, lahko
predstavimo z Ginijevim koeficientom. 
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Če gledamo množico porazdelitvenih funkcij F, ugotovimo tudi, da če preferenčna
relacija  na F zadošča aksiomom od 3.1 do 3.5, sledi, da relacijo  lahko predsta-
vimo s povprečjem.
Naj bo Gk element razširjene Gini družine G in G
∗
k element posplošene Gini
družine G∗. Če za L1, L2 ∈ L velja L1(u) ≥ L2(u) za vse u ∈ [0, 1], kjer stroga
neenakost velja za vsaj en u ∈ (0, 1), sledi, da veljata naslednji trditvi:
(i) Gk(L1) < Gk(L2) za k = 1, 2, ... .
(ii) G∗k(L1) < G
∗
k(L2) za k = 1, 2, ... .
V splošnem pogoja (i) in (ii) nista ekvivalentna s pogojem dominacije, erratum [18].
Pogoja (i) in (ii) sta potrebna za pogoj dominacije, ne pa zadostna. Razširjena
Gini družina {Gk : k = 1, 2, ...} in posplošena Gini družina {G∗k : k = 1, 2, ...}
mer neenakosti enolično določata Lorenzovo krivuljo. Ker pa pogoja (i) in (ii) nista
ekvivalentna s pogojem dominacije, z družinama {Gk : k = 1, 2, ...} in {G∗k : k =
1, 2, ...} ne moremo karakterizirati dominacije na Lorenzovih krivuljah. To bomo
poskusili storiti v naslednjem poglavju.
4. Dominacije in razvrščanje Lorenzovih krivulj
Lorenzove krivulje želimo razvrstiti glede na neenakosti v porazdelitvah. Bolǰsa
je tista, ki predstavlja porazdelitev z manǰso neenakostjo. Ideja za karakterizacijo
razvrščanja izhaja iz dejstva, da je Pigou-Daltonovo načelo transferjev ekvivalentno
kriteriju dominacije na Lorenzovih krivuljah.
Zavedati se moramo, da je porazdelitev F lahko diskretna, zvezna ali nič od tega.
V praksi, ko obravnavamo porazdelitev dohodka v neki populaciji, je porazdelitev
seveda diskretna, ker imamo končno število ljudi. V vseh primerih pa je Lorenzova
krivulja zvezna funkcija.
Pigou-Daltonovi transferji prerazporedijo dohodke, brez da bi spremenili pov-
prečje in vrstni red glede na vǐsino dohodka v porazdelitvi (rang). Lahko jih raz-
delimo na naslednji dve obliki transferjev; progresivni Pigou-Daltonov transfer je
transfer, ki prerazporeja denar od osebe z vǐsjim k osebi z nižjim prihodkom tako,
da ohranja rang; analogno, regresivni Pigou-Daltonov transfer prerazporeja denar
od osebe z nižjim k osebi z vǐsjim prihodkom tako, da ohranja rang.
Če transfer poteka od bogateǰse osebe iz percentila pr k revneǰsi osebi iz percentila
pp (pp < pr), ostane vrednost L(u) ista povsod, razen med pp in pr, kjer se dvigne.
Torej se z uvedbo progresivnih Pigou-Daltonovih transferjev Lorenzova krivulja pri-
bliža premici popolne enakosti, kar pomeni, da se neenakost v porazdelitvi zmanǰsa.
Analogno, regresivni Pigou-Daltonovi transferji zvǐsujejo neenakost v porazdelitvi.
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Slika 4. Učinek transferja, ki ohranja rang (vir: [1]).
Formalno Pigou-Daltonove transferje opǐsemo z naslednjo definicijo.
Definicija 4.1 (Pigou-Daltonovo načelo transferjev). Naj bo F dohodkovna poraz-
delitvena funkcija, ki izhaja iz končne populacije agentov. Transfer δ > 0, ki ga
od osebe s prihodkom F−1(t) prejme oseba s prihodkom F−1(s) in ohranja rang,
je progresivni Pigou-Daltonov transfer, ki zmanǰsuje neenakost v F , če t > s, in
regresivni Pigou-Daltonov transfer, ki povečuje neenakost v F , če s > t.
Kot je omenjeno zgoraj, kriterij za razvrščanje nesekajočih se Lorenzovih krivulj
v primeru porazdelitev z enakimi povprečji sovpada s Pigou-Daltonovim načelom
transferjev. Izkaže se, da lahko opustimo predpostavko o enakih povprečjih in pred-
postavimo relativno dohodkovno porazdelitev, kar je po navadi osnoven pristop v
empiričnih študijah neenakosti. Standarden kriterij za razvrščanje nesekajočih se
Lorenzovih krivulj je dominacija prve stopnje.
Definicija 4.2. Pravimo, da Lorenzova krivulja L1 dominira v prvem redu Loren-
zovo krivuljo L2, če je
L1(u) ≥ L2(u) za vsak u ∈ [0, 1],
kjer stroga neenakost velja za nek u ∈ (0, 1).
Za proučevanje dominantnosti na Lorenzovih krivuljah in merjenja neenakosti
enako kot v preǰsnjem poglavju uvedemo družino mer neenakosti definiranih z
(29) JP (L) = 1−
∫ 1
0
P ′(u)dL(u) = 1− 1
µ
∫ 1
0
P ′(u)F−1(u)du,
kjer je utežna funkcija P ′ odvod zvezne odvedljive, naraščajoče in konkavne funkcije
P , definirane na enotskem intervalu, in velja P (0) = 0 ter P (1) = 1. Določimo
še P ′(1) = 0, da ima tudi JP zalogo vrednosti na enotskem intervalu. Družino
mer neenakosti JP lahko uporabimo kot osnovo za karakterizacijo dominacije prve
stopnje.
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Naj L označuje družino Lorenzovih krivulj in P1 množico preferenčnih funkcij,
opisanih zgoraj, definirano z
P1 := {P : P ′ in P ′′ zvezni na [0, 1], P ′(t) > 0 in P ′′(t) < 0 za t ∈ (0, 1),
P (0) = 0, P (1) = 1, P ′(1) = 0}.
Izrek 4.3. Naj bosta L1, L2 ∈ L. Potem sta trditvi (i) in (iv) ekvivalentni:
(i) L1 dominira s prvo stopnjo L2.
(ii) L1 lahko dobimo iz L2 z zaporedjem progresivnih Pigou-Daltonovih transfer-
jev.
(iii) L2 lahko dobimo iz L1 z zaporedjem regresivnih Pigou-Daltonovih transferjev.
(iv) JP (L1) < JP (L2) za vse P ∈ P1.
V primeru, da sta L1 in L2 Lorenzovi krivulji za porazdelitvi F1 in F2, ki ustrezata
porazdelitvam iz definicije 4.1, pa so ekvivalentne vse trditve od (i) do (iv).
Za dokaz zgornjega izreka potrebujemo naslednjo lemo.
Lema 4.4. Naj bo H družina vseh zveznih in nenegativnih funkcij na intervalu [0, 1],
ki so pozitivne na (0, 1), in naj bo g poljubna zvezna funkcija na [0, 1]. Potem iz∫ 1
0
g(t)h(t)dt > 0 za vse h ∈ H
sledi
g(t) ≥ 0 za vse t ∈ [0, 1],
kjer stroga neenakost velja za vsaj en t iz (0, 1).
Dokaz. Uporabimo protislovje. Naj bo g poljubna zvezna funkcija na [0, 1], da velja∫
g(t)h(t)dt > 0 za vse h ∈ H. Recimo, da obstaja t∗ ∈ [0, 1], da je g(t∗) < 0.
Potem lahko izberemo neko poljubno majhno okolico (t∗− ε, t∗+ ε) za ε > 0, kjer je
funkcija g omejena stran od 0. Izberimo sedaj tako funkcijo h ∈ H, ki ima vrednosti
povsod blizu 0, razen v okolici (t∗ − ε, t∗ + ε), kjer ima vrednosti blizu 1. Za tako
izbiro h velja
∫
g(t)h(t)dt < 0, s čimer pridemo do protislovja. Funkcija g mora biti
povsod večja ali enaka 0 in stroga neenakost mora veljati za vsaj en t ∈ (0, 1). 
Dokaz izreka 4.3. Dokažimo najprej, da iz točke (i) sledi (iv). Naj torej velja L1(u) ≥
L2(u) za vsak u ∈ [0, 1], kjer stroga neenakost velja za vsaj en u ∈ (0, 1). Poglejmo
si naslednjo razliko:
JP (L2)− JP (L1) = (1−
∫ 1
0
P ′(u)dL2(u))− (1−
∫ 1
0
P ′(u)dL1(u));
JP (L2)− JP (L1) =
∫ 1
0
P ′(u)dL1(u)−
∫ 1
0
P ′(u)dL2(u).
Spomnimo se dokaza trditve 3.6, kjer smo z uporabo per partesa pokazali, da velja∫ 1
0
P ′(t)d(L1(t)− L2(t)) =
∫ 1
0
(L1(t)− L2(t))d(−P ′)(t).
Sledi
(30) JP (L2)− JP (L1) =
∫ 1
0
(L1(t)− L2(t))(−P ′′(t))dt.
Iz predpostavke sledi JP (L2)− JP (L1) > 0 za vse P ∈ P1.
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Za dokaz obratne implikacije predpostavimo JP (L2)− JP (L1) > 0 za vse P ∈ P1.
Z upoštevanjem, da je {P ′′ : P ∈ P1} množica vseh zveznih in nenegativnih funkcij
na intervalu [0, 1], ki so pozitivne na (0, 1), predpostavke in enakosti (30) iz leme 4.4
sledi, da je L1(u)− L2(u) ≥ 0 za vse u ∈ [0, 1].
Dokaz ekvivalence (i), (ii) in (iii) sta G. S. Fields in J. C. H. Fei razložila v
članku [8]. 
Podobno velja tudi za mero neenakosti J∗Q iz preǰsnjega poglavja
J∗Q(L) = 1−
∫ 1
0
Q′(L(u))du
in množico preferenčnih funkcij Q1, definirano z
Q1 := {Q : Q′ in Q′′ zvezni na [0, 1], Q′(t) > 0 in Q′′(t) > 0 za t ∈ (0, 1),
Q(0) = 0, Q(1) = 1, Q′(0) = 0}.
Izrek 4.5. Naj bosta L1, L2 ∈ L. Potem sta trditvi (i) in (iv) ekvivalentni:
(i) L1 dominira s prvo stopnjo L2.
(ii) L1 lahko dobimo iz L2 z zaporedjem progresivnih Pigou-Daltonovih transfer-
jev.
(iii) L2 lahko dobimo iz L1 z zaporedjem regresivnih Pigou-Daltonovih transferjev.
(iv) J∗Q(L1) < J
∗
Q(L2) za vse Q ∈ Q1.
V primeru, da sta L1 in L2 Lorenzovi krivulji za porazdelitvi F1 in F2, ki ustrezata
porazdelitvam iz definicije 4.1, pa so ekvivalentne vse trditve od (i) do (iv).
Dokaz. Dokažimo najprej, da iz točke (i) sledi (iv). Velja, da je L1(u) ≥ L2(u) za
vse u ∈ [0, 1] natanko tedaj, ko je L−11 (u) ≤ L−12 (u) za vse u ∈ [0, 1]. Po definiciji je
J∗Q(L2)− J∗Q(L1) = 1−
∫ 1
0
Q′(L2(u))du− 1 +
∫ 1
0
Q′(L1(u))du.
Spomnimo se, da je ∫ 1
0
Q′(t)dL−1(t) =
∫ 1
0
Q′(L(u))du.
Uporabimo per partes in dobimo
J∗Q(L2)− J∗Q(L1) =
∫ 1
0
Q′′(t)(L−12 (t)− L−11 (t))dt.
Če velja L1(u) ≥ L2(u), torej L−11 (u) ≤ L−12 (u) za vse u ∈ [0, 1] in stroga neenakost
velja za vsaj en u ∈ (0, 1), je J∗Q(L2)− J∗Q(L1) > 0 za vse Q ∈ Q1.
Obratna implikacija sledi takoj iz leme 4.4. Ker je {Q′′ : Q ∈ Q1} množica vseh
zveznih in nenegativnih funkcij na intervalu [0, 1], ki so pozitivne na (0, 1), in sta L1
in L2 zvezni funkciji na [0, 1], iz
J∗Q(L2)− J∗Q(L1) =
∫ 1
0
Q′′(t)(L−12 (t)− L−11 (t))dt > 0
sledi, da je L−12 (t)− L−11 (t) ≥ 0 za vsak u ∈ [0, 1], pri čemer stroga neenakost velja
za vsaj en u ∈ (0, 1).
Dokaz ekvivalence (i), (ii) in (iii) sta G. S. Fields in J. C. H. Fei razložila v
članku [8]. 
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Poglejmo si sedaj primer, ko se Lorenzove krivulje sekajo. Če se Lorenzovi krivulji
A in B nekje sekata, kot je prikazano na sliki 5, to pomeni, da ima Lorenzova krivulja
A enakomerneǰso porazdelitev v spodnjem, Lorenzova krivulja B pa v zgornjem delu.
Z drugimi besedami, Lorenzova krivulja B predstavlja porazdelitev dohodka, kjer je
neenakost večja v spodnjem delu prebivalstva, Lorenzova krivulja A pa predstavlja
porazdelitev dohodka, kjer je neenakost večja v zgornjem delu prebivalstva.
Slika 5. Sekajoči se Lorenzovi krivulji A in B (vir: [23]).
V takem primeru potrebujemo šibkeǰsi kriterij dominacije kot dominacije prve
stopnje, zato vpeljemo dominacijo druge stopnje navzgor in navzdol.
Definicija 4.6. Pravimo, da Lorenzova krivulja L1 dominira v zgornjem drugem
redu Lorenzovo krivuljo L2, če∫ u
0
L1(t)dt ≥
∫ u
0
L2(t)dt za vsak u ∈ [0, 1],
kjer stroga neenakost velja za nek u ∈ (0, 1), ter da Lorenzova krivulja L1 dominira
v spodnjem drugem redu Lorenzovo krivuljo L2, če∫ 1
u
(1− L2(t))dt ≥
∫ 1
u
(1− L1(t))dt za vsak u ∈ [0, 1],
kjer stroga neenakost velja za nek u ∈ (0, 1).
Če imamo dominacijo navzgor, pomeni, da so Lorenzove krivulje integrirane od
spodaj. Integrirana Lorenzova krivulja je vsota tehtanih dohodkovnih deležev, pri
čemer se uteži linearno zmanǰsujejo z naraščajočim rangom dohodka v porazdelitvi.
To lahko pokažemo (s pomočjo Tonellijevega izreka) z∫ u
0
L(t)dt =
∫ u
0
1
µ
∫ t
0
F−1(v)dvdt =
∫ t
0
dv
∫ u
v
dt
F−1(v)
µ
=
∫ u
0
u− v
µ
F−1(v)dv,
kjer F−1(v) predstavlja dohodkovni delež pri rangu v in u−v
µ
predstavlja utež, ki se
linearno zmanǰsuje z naraščajočim rangom.
To pomeni, da družbeni odločevalec, ki sledi dominacijam v zgornjem drugem
redu, daje več pozornosti neenakosti v spodnjem delu porazdelitve dohodka kot v
zgornjem. Nasproten kriterij razvrščanja dobimo z integriranjem Lorenzove krivulje
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od zgoraj. Obe vrsti dominacije v drugem redu sledita iz dominacije v prvem redu,
torej sta tudi ta dva kriterija skladna s Pigou-Daltonovim načelom transferjev.
V nadaljevanju bomo potrebovali močneǰse načelo kot Pigou-Daltonovo, to je
načelo občutljivosti na pozicijski transfer. Naj bo I mera neenakosti, torej neka
preslikava iz množice Lorenzovih krivulj v množico realnih števil (na primer JP ali
J∗Q). Naj ∆It(δ, h) za h > 0 označuje spremembo v I, ki jo povzroči transfer δ od
osebe z dohodkom F−1(t+h) do osebe z dohodkom F−1(t) ter ne spremeni njunega
ranga v dohodkovni porazdelitvi F , kjer je F dohodkovna porazdelitvena funkcija, ki
izhaja iz končne populacije agentov in t, t+ h ∈ [0, 1]. Ker je h > 0, je δ progresivni
Pigou-Daltonov transfer. Mera neenakosti I je skladna s Pigou-Daltonovim načelom
transferjev, če progresivni Pigou-Daltonov transfer zmanǰsuje neenakost v F , torej
je ∆It(δ, h) negativna. Naj bo I skladna s Pigou-Daltonovim načelom transferjev.
Definirajmo
(31) ∆1Is,t(δ, h) = ∆It(δ, h)−∆Is(δ, h).
Vrednost ∆1Is,t(δ, h) je lahko pozitivna ali negativna. V primeru, ko zmanǰsujemo
neenakost s transferjem δ, je ∆1Is,t(δ, h) za s < t negativna, če se neenakost bolj
zmanǰsa v zgornjem delu porazdelitve, in pozitivna, če se neenakost bolj zmanǰsa v
spodnjem delu porazdelitve.
Vpeljemo naslednji dve alternativni načeli občutljivosti na transfer.
Definicija 4.7. Naj bo F dohodkovna porazdelitvena funkcija, ki izhaja iz končne
populacije agentov, I mera neenakosti, skladna s Pigou-Daltonovim načelom trans-
ferjev, in δ > 0 progresivni transferji, ki ohranjajo rang. Transferji δ naj potekajo
od oseb z rangoma s + h in t + h k osebam z rangoma s in t v porazdelitvi F .
Mera neenakosti I zadošča načelu spodnje občutljivosti na pozicijski transfer prve
stopnje, če velja ∆1Is,t(δ, h) > 0, ko s < t. Mera neenakosti I zadošča načelu zgornje
občutljivosti na pozicijski transfer prve stopnje, če velja ∆1Is,t(δ, h) < 0, ko s < t.
Ker je načelo spodnje (zgornje) občutljivosti na pozicijski transfer prve stopnje
prevedeno iz angleškega izraza principle of first-degree downside (upside) positional
transfer sensitivity, uvedemo kratice DPTS (UPTS) prve stopnje.
Definirajmo še družino preferenčnih funkcij P ∗12 kot
P ∗12 = {P ∈ P1;P ′′(1) = 0, P ′′′ zvezna na [0, 1] in P ′′′(t) > 0 za t ∈ (0, 1)}.
Izrek 4.8. Naj bosta L1, L2 ∈ L. Potem sta trditvi (i) in (ii) ekvivalentni:
(i) L1 dominira navzgor z drugo stopnjo L2.
(ii) JP (L1) < JP (L2) za vse P ∈ P ∗12.
Dokaz. Dokažimo najprej ekvivalentnost točk (i) in (ii). Predpostavimo najprej, da
velja ∫ u
0
L1(t)dt ≥
∫ u
0
L2(t)dt za vsak u ∈ [0, 1],
kjer stroga neenakost velja za nek u ∈ (0, 1). Spomnimo se, da je JP definiran z
JP (L) = 1−
∫ 1
0
P ′(u)dL(u) in zato je
JP (L2)− JP (L1) =
∫ 1
0
P ′(u)(dL1(u)− dL2(u)).
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Če dvakrat uporabimo per partes, dobimo
JP (L2)− JP (L1) =
∫ 1
0
(L1(t)− L2(t))d(−P ′)(t) =
∫ 1
0
(L1(t)− L2(t))(−P ′′(t))dt =
(32) = −P ′′(1)
∫ 1
0
(L1(u)− L2(u))du+
∫ 1
0
P ′′′(u)
∫ u
0
(L1(t)− L2(t))dtdu.
Iz predpostavke sledi, da je JP (L2) > JP (L1) za vse P ∈ P ∗12.
Za dokaz v obratno smer predpostavimo JP (L2) > JP (L1) za vse P ∈ P ∗12. Za
P ∈ P ∗12 vemo, da je P ′′(1) = 0. Torej iz enačbe (32) dobimo
JP (L2)− JP (L1) =
∫ 1
0
P ′′′(u)
∫ u
0
(L1(t)− L2(t))dtdu > 0.
Ker je {P ′′′ : P ∈ P ∗12} množica vseh zveznih in nenegativnih funkcij na intervalu
[0, 1], ki so pozitivne na (0, 1), in je
∫ u
0
(L1(t) − L2(t))dt zvezna funkcija na [0, 1],
z upoštevanjem leme 4.4 dobimo, da je
∫ u
0
(L1(t) − L2(t))dt ≥ 0 za vsak u ∈ [0, 1],
kjer stroga neenakost velja za vsaj en u ∈ (0, 1), kar je pogoj za dominacijo druge
stopnje navzgor. 
Opomba 4.9. Mera neenakosti JP , definirana z (29), zadošča DPTS prve stopnje
natanko tedaj, ko P ′′′(t) > 0 [6]. V članku [17] Aaberge trdi tudi ekvivalentnost
trditev (i) in (ii) iz izreka 4.8 z naslednjo trditvijo. JP (L1) < JP (L2) za vse P ∈ P1,
take, da JP zadošča načelu DPTS prve stopnje v primeru, da sta L1 in L2 Lorenzovi
krivulji za porazdelitvi F1 in F2, ki ustrezata porazdelitvam iz definicije 4.7. Dokaz
te ekvivalentnosti si lahko bralec pogleda v dodatku članka [17], vendar se ne zdi
povsem prepričljiv.
Naj bo P ∗22 družina preferenčnih funkcij definirana z
P ∗22 = {P : P ∈ P1;P ′′(0) = 0, P ′′′ zvezna na [0, 1] in P ′′′(t) < 0 za t ∈ (0, 1)}.
Izrek 4.10. Naj bosta L1, L2 ∈ L. Potem sta trditvi (i) in (ii) ekvivalentni:
(i) L1 dominira navzdol z drugo stopnjo L2.
(ii) JP (L1) < JP (L2) za vse P ∈ P ∗22.
Dokaz izreka 4.10. Dokaz je analogen dokazu izreka 4.8, le da izhajamo iz enačbe
JP (L2)−JP (L1) = −P ′′(0)
∫ 1
0
(L1(u)−L2(u))du−
∫ 1
0
P ′′′(u)
∫ 1
u
(L1(t)−L2(t))dtdu.

Opomba 4.11. Če je JP mera neenakosti definirana z (29) in P preferenčna funk-
cija iz P1 z negativnim tretjim odvodom, se lahko nanašamo na načelo UPTS prve
stopnje. V članku [17] Aaberge trdi tudi ekvivalentnost trditev (i) in (ii) iz izreka
4.10 z naslednjo trditvijo. JP (L1) < JP (L2) za vse P ∈ P1, take, da JP zadošča
načelu UPTS prve stopnje v primeru, da sta L1 in L2 Lorenzovi krivulji za porazde-
litvi F1 in F2, ki ustrezata porazdelitvam iz definicije 4.7. Dokaz te ekvivalentnosti
si lahko bralec pogleda v dodatku članka [17], vendar se ne zdi povsem prepričljiv.
Izreka 4.8 in 4.10 kažeta, da kriterij spodnje in zgornje dominacije druge sto-
pnje razdeli mere neenakosti JP na vrsto družin mer neenakosti, ki se razlikujejo
po občutljivosti mere neenakosti na spremembe oziroma transferje v spodnjem ali
zgornjem delu Lorenzove krivulje. Elementi družine {JP : P ∈ P ∗12} dajejo torej
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večji pomen spremembam v spodnjem, elementi {JP : P ∈ P ∗22} pa spremembam v
zgornjem delu Lorenzove krivulje oziroma porazdelitve.
Kot smo videli v preǰsnjem poglavju, za P (t) = 2t − t2 dobimo JP , ki ustreza
Ginijevemu koeficientu. Za to preferenčno funkcijo P velja P ′′′(t) = 0, kar pomeni,
da P , ki določa JP in ustreza Ginijevemu koeficientu, ne pripada niti P
∗
12 niti P
∗
22.
Torej mera neenakosti Ginijev koeficient ni ekvivalentna niti s pogojem zgornje niti
spodnje dominacije druge stopnje.
5. Zaključek
Lorenzove krivulje in Ginijev koeficient velikokrat zasledimo v najrazličneǰsih
člankih. Na prvi pogled se zdita graf Lorenzove krivulje in izpeljava Ginijevega
koeficienta precej enostavneǰsa za razumevanje, kot v resnici sta. A kot smo videli,
za njuno karakterizacijo in razvrščanje potrebujemo veliko več matematičnega zna-
nja, kot bi nekdo pričakoval. Treba je tudi dodati, da čeprav smo v drugem poglavju
utemeljili Ginijev koeficient kot mero neenakosti v porazdelitvi, lahko pri interpre-
taciji vrednosti Ginijevega koeficienta pride do določenih težav. Ista vrednost je
na primer lahko posledica obravnavanja več različnih porazdelitev. Pri primerjavi
vrednosti Ginijevih koeficientov je treba upoštevati tudi demografsko strukturo. S
pomočjo dominacij prvega in drugega reda, ki sta opisani v tretjem poglavju, ter
dominacije i-tega reda, ki sicer ni karakterizirana v tem diplomskem delu, lahko
razširimo in izbolǰsamo metode za vrednotenje davčne ter socialne politike, ki teme-
ljijo na izbranih merah neenakosti.
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Slovar strokovnih izrazov
distance effect učinek na daljavo
distribution porazdelitev; continuous zvezna; discrete diskretna
incentive effect spodbujevalni učinek
inequality aversion odpor do neenakosti
measure of inequality mera neenakosti – funkcija, ki porazdelitvi pripǐse neko
število tako, da so porazdelitve med sabo primerljive
preference relation preferenčna relacija
preference function preferenčna funkcija – utežna funkcija, ki predstavlja prefe-
rence družbenega odločevalca
principle of first-degree downside (upside) positional transfer sensiti-
vity načelo spodnje (zgornje) občutljivosti na pozicijski transfer prve stopnje
ranking razvrščanje
second-degree upward (downward) dominance dominacija v zgornjem (spo-
dnjem) drugem redu
social decision-maker družbeni odločevalec – tisti, ki odloča o ukrepih socialne
politike
weight function utežna funkcija
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